ANALYSE 3B - TRAVAUX DIRIGES
CHAPITRE 4 - SERIES DE FOURIER

MATTEO TOMMASINI

Si vous trouvez des erreurs de frangais (trés probable) ou de mathématiques (moins
improbable, mais pas impossible), dite-le-moi, merci!

Exercice 7.1 Soit f : R — C une fonction T-périodique et soient a,b € R. Montrer

qu’on a

a+T b+T
/a £t dt = /b F(t) dt.
On a

a+T b b+T a+T
/a f@) dt:/a f(t)dt+/b f(t)dt+/b+T f(t)ds. (0.1)

Maintenant on considére le changement de variables x := t + T; donc dx = dt et

/;;Tf(t)dt:/baf(x—T)dx:
:—/:f(x—T)dx@—/abf(w)dx=—/abf(f)dt

(identité (%) est une conséquence du fait que f est T-périodique). Donc si on

replace en on a:
atT b b+T b b+T
_ _ _ dt.
/a £(t) dt / f(t)dt—i—/b (1) dt / (1) dt /b F(£)dt

Exercice 7.2 Calculer les coefficient de la série de Fourier complexe de la fonction
f:t— cos(bt).

Pour chaque n € Z on a:

1 .
cn(f) =< f,en >r2(j0,24)) =< cos(5t), 27Temt > 12([0,27]) =

27 ebit +e—5it e—int

21
1 .
= cos(5t) ——e "t dt = / . dt =
| eoston = = —

2w
B \/7_(_/2# eSit +e—5it e—int B
V2 Jo V2T v 2T

@

T edit  p—int 27 —bit e—int
VT dt + ¢ _at) =

27
- V2 (/0 \/27‘(" V2T 0o V27 ' V2T
™
= i( < és,€en >r2([0,2q]) T < €—5,€n >L2([0,27]) )

V2
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Maintenant la famille

{ eznt }
e, =
" V27 nez

est une base orthonormée de L*([0,27]), donc

< ek, er >r2([0,2n])= (55C VEk, 1 e€Z. (0.2)

Donc

[ VA/V2 si n=5 ou n=-5
) ={ V7

ailleurs.

(on pouvait obtenir le méme résultat directement, voir les prochaines lignes).

Pour contrdler si on a obtenu la réponse correcte, on peut utiliser le Corollaire 2.6:
vu que f(t) = cos(5t) est continue, alors on a:

1 int 1 —5it it
f(t):ﬁrécn(f)e —m(c—sﬁ Pt 4 cged )—

_ VT ((cos(—5t) + i sin(—5¢) + cos(5¢) + i sin(5t)> =

Var V2

1
=3 2 cos(5t) = cos(5t).

Exercice 7.3 Montrer que si [ est une fonction continue 27-périodique, et si ¢, (f)
sont ses coefficients de Fourier, alors lim, 1o ¢, (f) =0

En utilisant l'identité de Parseval (voir le Théoréme 7.6 du Chapitre 3, avec N
replacé par Z) on sait que

21
/0 FOP A= 1122020 = 31 < enlf)ren > P =

nez

“+o0 —o0
= |CO(f)|2 + Z ‘Cn(f)|2 + Z |Cn(f)|2-
n=1

n=-—1

Vu que f est une fonction continue, alors f02ﬂ |£(t)]? dt est une quantité finie, donc

les séries

+oo —0o0
D leal” et > enf?
n=1 n=-—1

convergent. En particulier, cela implique que

lim |e,[2=0 et lim |c,|? =0,
n—-+o0o n——oo

donc

lim ¢, =0 et lim ¢, =0.
n—-+oo n——oo

Exercice 7.4 (1) Calculer les coefficients de Fourier complexes de la fonction 2m-
périodique définie par
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f(t)::{t si tE.[—.Tr,ﬂ'[

f 2m-periodique.

En utilisant I’Exercice 7.1, pour chaque n € N on a:

o 71nt —int _L
)= [ st o [ s as o [

Pour n =0, on a

co(f

/ tdt = [tT " 1 <7r ™ ) _0
\/277 -7 V2m 2],  Voar\ 2 2 '
Pour n # 0, si on fait une intégration par parties on a:

1 —in
Cn(f) = \/72? te ¢ dt =

12 (Ve—mt]_ - / e:m dt) B \/12? {te—z‘:t B (_;)(:m)]_ -
[mmt mt]” 1 [m’(l)” (=)™ —mwi(=1)" (1)”] _

+
n n? n n?

V2r
1 2mi(—=1)" 2mi(—1)"
T Vor n - n '
Exercice 7.4 (2) Calculer les coefficients de Fourier complezes de la fonction 2m-
périodique définie par

1 si telo,n]
gt):=¢ =1 si te][-m0]
g 2m-periodique.

Encore en utilisant ’Exercice 7.1, pour chaque n € N on a:

1 ™ ) 1 T ) 0 )
cn(g) = — e Mt dt = —— / e~ dt —/ e~ int dt) .
(@) V2m /_7r 50t V2 ( 0 -

Pour n =0, on a:

co—\/%</0ﬂdt/oﬂdt> :\/%@HT):@.

Pour n # 0, on a:

(/Oﬂ e int dt—/_i e int dt) =
(=] - 1= ) -
C (e ey .
V2i ((_1)”_1):{ —2\/§ié(\/7?n) si n impair

-~/ si n pair.

e)

S

=

e}

S

I
@‘ -
3

LH-
[—
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Exercice 7.4 (3) Calculer les coefficients de Fourier complezes de la fonction 2m-
périodique définie par

h(t):{ [t| si tE[—.Tl',ﬂ'[

h  2m-periodique.

Encore en utilisant ’Exercice 7.1, pour chaque n € N on a:

1 ™ A 1 T 0 .
cn(h) = — h(t)e ™ dt = —— / te” " dt 7/ te” " dt> :
( ) m [77 ( ) Vv 271' ( 0 —T

Sin=0,on a:
1
co (/ tdt—/ tdt)
(B o) 2
CVver \ 2], 2] ] Vor\2 2 ) V2
Si n # 0, en intégrant par parties on a:
1 Tt 0 -
cn(h) = — te™"™" dt—/ te”"'dt | =
( ) V2m </O -7 )
1 ite—int 7" T je—int ite—int 0 0 je—int
= — — dt — +/ dt | =
e (I

o (2 e ] )

_ \/12? <z7r(;1)" _ —(—;}" +1 _ iw(;l)” _: -1 +n(2—1)”> _
B \/12? ((—122—1 . —1+n(2—1) ) _

V2 (=) =1 _ { —2v2/(y/mn?) si n impair
0

si n pair.

VT n?

Exercice 7.5 Calculer la série de Fourier compleze de la fonction

f it max{0,sin(¢)}.

En [0, 7] la fonction f(t) est égale a sin(t). En [r, 27| on a f(¢) = 0. Donc pour
chaque n € Z on a:

1 27 Cin 1 T . .
en(f) = E/o f(t)e ™ dt = E/o sin(t)e”" dt .
Sin=0,o0ona

1 T 1 ™ 2 V2
i) = 7= [ syt = [ —eoso)] ) = = n 1= = =2
Sin #0, on a:

\/j
1 TeTi et el(=1-—n)t _ i(l—n)t
Cn(f) = 0 ; ¢ de= "
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Maintenant il faut considérer les cas suivants:

(A) sin =1, alors:

i (T i e 2"
c1(f)=2m/0 €2t_1dt:2\/ﬂ<[—2ih_ﬂ>:
i 11 ir N
:zm(—i%_w):_%/ﬂ:_ﬁ'
(B) sin=—1, on a:

R P [T
c_1(f)—2m/01 e dt—z\/%(ﬂ- {21,}0)_
o (W_l—l)_ imiy/m
C2Ver 2i /22 2V2

(C)sin#—-1,0,lona—-1—n#0et1—n#0, donc on peut écrire:

s

. T - i(—1—n)t i(1—mn)t
Cn(f) _ 2 / ei(flfn)t . ei(lfn)t dt _ 1 ) 1 |:6 ( ) B e ( ) :| _
22w Jo 22 i | —1—n 1-n |,

_ 2\}% ((—1)1" _E=nt 1 > _

—1-—n 1—n —1-n 1-—n

1 (=™ (=) 1 1
= + + + =
22 \1+n l1-n 14+4n 1-n
1 (—1)"-(1—n—|—1+n)+1—n+1—|—n _
T 9von 1—n2 1—n? o
1 2(-)"+2 (-)"+1  (-"tt—1

T ovar 1-n2 \ar(l-n?)  V2an2—1)

Exercice 7.6 Calculer la série de Fourier de la fonction f : x + sin®(2z).

On peut calculer directement tous les coefficients. Une autre méthode est celle-ci:
on sait que

cos(4x) = cos(2z) cos(2z) — sin(2zx) sin(2zx).

Donc
cos?(2z) = cos(4x) + sin?(2x). (0.3)
Donc
sin?(2z) = 1 — cos®(22) 1 — cos(4x) — sin?(2z).
Donc

i 11 VTl 1 eie it
sin®(2z) = = (1 — cos(4x)) = 3~ 5005(4@ = VoA 5 =
JE N Y.

CVZ Ve 2V2 Var 2V2 Ver o

VT Qi VT
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Vu que les éléments {e,,,n € Z} forment une base orthonormée de L?([0, 27]), alors
on a

co(f) = \\/ga aa(f)=—-—7 c-alf) =

et ¢, (f) = 0 pour tous n # —4,0,4.

VT
22

Exercice 7.7(1) Calculer les coefficients de Fourier complexes de la fonction f
2m-périodique telle que f(t) = t2 pour t € [0,27].

Remarque préliminaire: la fonction f n’est pas continue partout (elle n’est pas con-
tinues dans tous le point ¢ de la forme ¢ = 2km pour tout k € Z). Cela va jouer un
role important dans I’Exercice 7.7(2)!

Pour tout n € Z on a:

1 2m )
Cn(f) = E/O t2€_7lnt dt.

Pour n =0 on a:

colf) = L /2”t2dt_ 1 [t?’r”_ 8t 4r2\/2r
T Var S Ver 13, 3ver 3

Pour chaque n € Z ~ {0} on a (en utilisant intégrations par parties deux fois):

1 2 —in
Cn(f) = EA t26 tdt =

2w

B 1 |:t2€_int:| /271' ote—int &) =
S Ver \ —in ], Jo  —in B

1 it2e—int %7 ote—int 1PT I ge-int
m([ n } L—m)(—m)]o “f (—m)(—m)dt>
it2e"int  ope—int Qe int 27 B
l,

1
:m[ P A g )

U [ (i 20 2 o
= —_— e . JR— PR —_ —
Vo n o n? an3 )],

1 472 n T 2 0—04+ 2\ 1 472 n 4dn

Ver \n n? n? n3)  2r \ n n?)’
Exercice 7.7(2) En utilisant I’Ezercice 7.7(1) déduire les sommes des séries suiv-
antes:

1 (71)n+1 1
2oE X g
n>1 n>1 n>1
On a la tentation de replacer quelque valeur de ¢ dans la série de Fourier de f, mais
il faut faire attention parce que f n’est pas continue partout. On rappelle que si f
est continue dans un point ¢, alors on a

1) = <= S culn)e™ (0.4



ANALYSE 3B - TRAVAUX DIRIGES CHAPITRE 4 - SERIES DE FOURIER 7

mais si f n’est pas continue en t, la seule formule qu’on peut appliquer est celle-ci:

FAH) 4+ f(t7)
2 WZC”

nez

Jeint, (0.5)

Ici:
e on note f(¢1) la limite “a droite”, c’est-a-dire lims_s s>¢ f(8);
e on note f(¢7) la limite “4 gauche”, c’est-a-dire limg_s¢ s<¢ f().
Si f est continue en t, alors la limite “4 droite” et celle “a4 gauche” en t sont égales a

f(t), donc (0.5 est simplement la formule (0.4). Maintenant on va appliquer ((0.5))

pour t = 0 (on s’apercoit que f n’est pas continue en ¢ = 0, donc on ne peut pas

appliquer ((0.4)). On a:

FO0F)=0 et f(07) =4n2,

donc
520 +247r2 _ f04) '2|- f07) _ \/1277;2%(][)601_” _
WZ V%(T;cmmco(m;cn(f)) _
-EEL i‘;) T T (R -
%L/%Z f &;}g} =
L L[ eI ;Ojf;f:‘“;HZ;
Donc:

Z 1 1 ( 02 42 ) 1 272 7?
5 = _ — = - — = —,
= 1 3 4 3 6
Maintenant on considére le point ¢ = 7. Dans ce point la fonction f est continue,
donc on peut utiliser ’égalité (0.4)). Donc on a:

7T2_f(7r)—i Cn(f)( 1)n_
n<0 ns0
_ 1 1 4r2i(—1)™  dw(—1)"
\/ﬂ{\/ﬂ<n§<:o n n2 )+
472/ 21 1 47‘1’21'(—1)” 47T(—1)" -
*3*m(§ CIL ) -
47T n 47r2 2T 1 47T(—1)"

1 r4n*or 2 dr(-1)"7
o \/ﬂ{ 3 + \/ﬂg n2 } o
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An? (=" _
=5ty —4 Z
n>0 n>1

Donc on a:

Z (=)t 1 [4n? 9 1 72 72
—_— = —_— — T = = — = —,
= n? 4\ '3 4 3 12

Maintenant il faut calculer la derniere serie. Si on utilise I’égalité de Parseval (avec
N replacé par Z), on a:

||f|\%2([o,27r]) = E |Cn(f)|2~
nez
Maintenant on a:

2 27 57 2™ 5
t 327
2 _ 24t = tdt=|—| =
||f||L2([o,27r])—/O Lf ()] dt_/o thdt = {5}0 5

En plus, on a:

Dcn(f)?:(“f) >

1 (47721 N 47r> ’2
i — —
neL nezZ~{0} 2m " "

3270 1 1674 1672 873
—9+z%(n2+n4)— Y (R -

neZ~{0} ne€Z~{0}
3270 1
9 — +2-87 Z =
n>1 n>1
327r 3 87T5
F16n0 T 16 Z + 16T —
1 n>1
Donc
1 327° 3275 8r® 288 — 160 — 120 8o
16 — = = = == - oS =
DD 9 3 45 LT
n>1
Donc

y LT
74—7.
n21n 90

Exercice 7.8(1) Calculer les coefficients de Fourier complexes de la fonction f
2m-périodique telle que f(t) = e’ pourt € [—m, |

En utilisant ’Exercice 7.1, pour tout n € Z on a:

7r(1 in) _ 'n'(infl)

S 1 [ett-im7” 1
=gz [ e 5] -
1 em=in) _por(in=1) 1440 144n e”( r—e m(=1)"
N 1—in 1+in  or 1+n2
e —e ™ (=1)"(1+in)
Vor 14+ n?
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Exercice 7.8(2) En utilisant I’Ezercice 7.8(1) déduire les sommes des séries suiv-
antes:

1 (-1
2ot Lot

n>1 n>1

On veut utiliser la série de Fourier de f pour ¢ = w. Dans ce point f n’est pas
continue, donc il faut appliquer I'égalité (0.5). On a:

f(x7)=¢" et f(at)=e".
Donc en replagant t = 7 en (0.5 on a:

T+
(& 26 ch

nEZ
1 T—e ™ (=1)™1+41
_ Z(_l)n.e € ( ) ( "’2'7’”) _
vem = V2T 1+n

e —e ™ 1+1in
- 2 Z]_+n2 -
nez

e —e ™ 1 n 1 in
_c-c LI L ( _ 7)]:
27 {(Zl+n2+1+n2)++Zl+n2+1+n2

n<0 n>0
e —e T 1 1
(S ) (Sl -
2 {(;1+n2)++zl+n2

vy

o o
T 149 }
2 [+ Zl+n2

n>1
Donc
e’ —|—e*7T
L — +221+ 3
n>1
donc

1 1 e +e ™ 1

e"T —e

Si on veut calculer la deuxiéme série, on peut prendre ¢ = 0. Vu que f est continue
en t = 0, on peut utiliser I’égalité ((0.4)), donc on a:

_ Toem ()t Ain)
1= 0= = el = = S T =

nez nez
_ e ;Te nze:z (—11 _|(_1n—|2— in) _
o in(—1)" (=)™ in(-1)"
{(;14—79 2)+1+<7§1+n2+ 1+ n2 ﬂ:

s —T

- (S o (Sl -
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T

e M)

n>1
Donc
2 1"
—_—— =142
er —e~ * T;l—i—n?’
donc

14n2 2\em—e T

_1>:7f_1~
er—e T 2
n>1

Exercice 7.9(1) Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = max{sin(z),0}.
Déterminer les coefficients de Fourier de f.

Voir Exercice 7.5.
Exercice 7.9(2) En utilisant I’Exercice 7.9(1) déduire la somme de la série

Z4n2—1

On rappelle qu’on a déja calculé les coefﬁments.

iyT
\@ )

iv'T

c1(f) = Tﬁ

et pour tout n # —1,0, 1:
B (_1)"+1 -1 B 0
o) = Vot = { —vasRe 1y

Maintenant on utilise le fait que f est continue pour tous les point ¢t € R, donc pour
tout t € R on a

alf)=-

si n est impair

si n est pair. (0.6)

Varf(t) = 3 en(f)et =

ne”Z

n=-—2

(X ) e

—00

V2

N

(Z en(f mt).

Pour tout n > 2 on a ¢, (f) = c—n(f) (voir ) Donc on a

n=-—2

E znt

— 00

S
=Y alf)e

k=2
Donc pour tout t € R on a

(5 o)+ 25

n<—2
T a V2T

22 ¢ NPV

—ikt

W

Varf(t) =

—ikt

k=2
=Y alfe

oo

= Z Cn(f)eimt-

n=2

V2

i
it (icn(f)(emt _i_e—int)).

=2

;& et + <2>:20n(f)emt) =

(0.7)
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Si on prend t = 0 et on replace en (0.7)), on a

ozx/ﬂf(o)—;§+:/g—“f+22cn -
@@ V2 c- V2 V2 - 1 N
ﬁ_z'nzzwﬁ(ntl) _\/7?(1_22_:14/#—1)_

o0

\/>
- ﬁ(% _;471211)'

Donc

U4n2—1) o
— (4n2-1) 2
Si on cherche la somme qui commence avec n = 0, on a:

oo o0 1

1 1 1 1
7;04112—1 —1+7;14n2—1 +2 2

Exercice 7.9(3) Retrouver le résultat de I’Exercice 7.9(2) par un argument élé-
mentaire, en utilisant le fait que

1 1 1 1 (0.8)
4n2—1 2\2n—-1 2n+1)° '
Vu qu’on a , pour tout £ € N on a

k k k

2471271—1:%(2 ZnJrl)
(e sk

=1 n= =0

iQn—i—l)

Maintenant pour chaque n € N on pose

Ty =

n+1
Donc on a:

n=0 n=1

k k—1 k
1 1 1 1 1
—_— = n — " = — — = — 1—7 .
;4712—1 2(Zr ZT) 3 (ro =) 2( 2k+1>

Donc

) k

1 1 1 1 1
E _ 1.[[ E _ 1.[[] 1— = —.
—_ 4n? — 1 klmo 47%2 -1 2 kimo ( 2k + 1) 2

Exercice 7.10 Montrer (en utilisant [’égalité de Parseval) que si deuzx fonctions
continues 2m-périodiques ont la méme série de Fourier, alors elles sont égales.
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Normalement I’égalité de Parseval est écrite avec n € N si la base orthonormée de
'espace de Hilbert H est indexé par N. Si H = L?([0, 27]), alors la base orthonor-
mée qu’on utilise toujours est indexé par Z. Donc pour chaque h € L?(]0,27]) on
a:

1032 (0.20)) = D len(B)].

neL
Maintenant on fixe deux fonctions f, g continues, 27-périodiques et avec la méme
série de Fourier complexe (c’est-a-dire avec les mémes coefficients de Fourier com-
plexes). Par linéarité des coefficients de Fourier, on a

cn(f—9g) =cu(f) —cnlg) =0 Vn € Z.

Donc si on prend h := f — g, on a:

2w
|10 = 90 at = 17 = gl amy = 3 leals ~ 9)F =0,
0 ne”Z
Vu que f et g sont continues, aussi f — g est continue. Donc I’égalité qu'on a
écrit implique que f — g est égale a zéro sur [0, 27]. Donc f(t) = g(¢t) pour chaque
t € [0,27]. Vu que f et g sont 2m-périodiques, on a que f(t) = g(t) pour chaque
t e R.

Remarque: si f — g n’était pas continue, alors on ne pouvait pas dire que f —g =0
sur [0,2n]. Par exemple, on peut considérer f = 0 sur R et g(t) = 1 pour tout
x = 2km (pour tout k € N) et g(t) = 0 ailleurs. Alors f et g ont le méme coeffi-
cients de Fourier complexes (¢, (f) = 0 = ¢,(g) pour tout n € Z), mais f # g.

Exercice 7.11(1) Soit f une fonction 2m-périodique de classe C' et de moyenne
nulle. Montrer que pour toutt € R on a

[en ()]
|

(on pourra utiliser la relation entre les coefficients des Fourier de f et de sa dérivée).

1
OEF 3D

neZ~{0}

Vu que f est de classe C*, alors on a:

en(f) =inc,(f)  Vne€eZ,

donc:

eat) = 2t

Vu que f est de moyenne nulle, alors on a:

1 2m
CO(f):E/o f(t)dt =0.

Vu que f est continue, alors pour tout £ € R on a:

Vn e Z~{0}.

= \/% Z Cn(f)ei"t <

neZ~{0}

1 int
|f)] = ‘chn(f)em

ne”Z
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len (F)]
In|
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s Y el == Y

27 ez{0) 2m ez {0}

Exercice 7.11(2) En utilisant I’Ezercice 7.11(1) déduire que

2m
T
swp 7 < 5 [ 1707
R 0
(on pourra admettre et utiliser le fait que D, -, 1/n? = 7% /6, voir Exercice 7.7(2)).

2
(0.9)

En utilisant I’Exercice 7.11(1), on a:
1 enl(f!

swpl < o [ 3 Ll
27 |n|
neZ~{0}

teR
Maintenant on considére P'espace de Hilbert réel [2(Z ~ {0},R), défini comme

I’espace de toutes les suites
{an}nEZ\{O} CR,
telles que la série
> o
nezZ~{0}

<a,b>:= Z anbn,
neZ~{0}

est convergente. Sur [2(Z . {0},R) on a un produit scalaire definit comme suit:
pour tout a,b € I2(Z ~ {0},R). En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le
cas réel (voir la Proposition 1.2 du Chapitre 3), on a:
<a,b>?>< <a,a>-<bb>,
(0.10)

c’est-a-dire:
2
<t > al-{ > u
nez~{0}
pour tout a = {a, }n,b = {by}n € 1>(Z ~ {0},R). On veut appliquer pour le

Z anbn
ne€Z~{0}

neZ~{0}
cas ou
1 !

ap, = P by, = |en(f)] Vn € Z~{0}.

Pour cela, il faut montrer que a et b sont dans [2(Z . {0},R). Pour a, on a:
1 1 . 7 w2
= — =2 — =2, — = —

Z n? 7; n? 6 3 <

>, a
neZ~{0}

neZ~{0}
ou (x) est une consequence de I’Exercice 7.7(2). Pour b on a:

Z |Cn(f/)|2 < Z ‘Cn(f/)|2 (_7)

> -
n
neZ~{0} neZ~{0} nez
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2
)
= ||fl||%2([0,2ﬂ.]) - /0 |fl(t)|2 dt < +OO,

ol (*) est une consequence de 1'égalité de Parseval (avec N replacé par Z) et le

dernier inégalité est une consequence du fait que f’ est continue parce que f est de
classe C''. Donc a et b sont dans (?(Z ~ {0}, R). Donc en appliquant (0.10] on a:

2
len (f)] 1 N2
Yoo < Y Sl XY e <
2
neZ~{0} |7’L| neZ~{0} " neZ~{0}
< |2 1. "2 _2.12. 112 =
< 2> 3 > len(fHI?) = 5 N Z2(j0,277) =
n>1 neZ
7_(_2 2
=% [ iropa (011)
3 Jo
Si on met ensemble et 7 on obtient:
2
1 cn(f!
swlff <5 [ ¥ 1)
teR nez~{0}
< T irwrac=T [Tirora
21 3 Jo A ’

Exercice 7.12 Soit L > 0 et A > 0. Déterminer toutes les fonctions L-périodiques
de classe C? de R dans C, qui vérifient I’équation différentielle

Y (t) + Ay(t) = 0. (0.12)
On veut se ramener aux cas des fonctions 27m-périodiques. Donc on essaie de trouver
une fonction

u:R— C, u 2w-periodique, (0.13)
telle que

y(t) = u <t~ QL”) . (0.14)

On note que y est de classe C? si et seulement si v est de classe C2. En plus, si u
est 2m-périodique, alors pour tout ¢ € R on a:

2w 2w 2w 2w
y(t—i—L)—u(t-L—l—L-L) —u<t-L+27T> —u(t~L> =y(t),

donc y est L-périodique. Aussi le contraire est vrai, donc on a:

{u est de classe C? et 27-periodique} <= {y est de classe C? et L-periodique}.

Si on utilise ((0.14)), on a:

2 27 472 2
/ !/ 1 "
yt)=— u (t> et y(t):—pm <t)

Donc si on replace en ((0.12)), on est en train de chercher u comme en ((0.13)) et telle
que:
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4 2 2
o (G ) e F) =0 vier

Cette égalité est équivalente a:

AL?

u”(x) + W

cu(z) =0 Vo eR. (0.15)

Donc on a:

{u est de classe C?, elle est 2m-periodique et elle satisfait (0.15)} «—
<= {y est de classe C?, elle est L-periodique et elle satisfait (0.12)}.

Donc maintenant il faut trouver v : R — C, de classe C?, 2r-périodique et telle que
(0.15)) est vérifiée. Si u est 2m-périodique, alors on peut écrire la série de Fourier
complexe de u:

u(t) = —= 3 ea(u)eint (0.16)

(cette égalité est vraie pour tout ¢ € R si u est continue, en particulier elle est vraie
si u est de classe C?). En utilisant la Proposition 5.1 du Chapitre 4, les coefficients
de u/(t) sont donnés par inc, (u), c’est-a-dire:

/ 1 : int
u'(t) = ez chn(u)e .

Vu qu’on cherche u de classe C?, alors v’ est (au moins) de classe C!, donc on peut
appliquer la Proposition 5.1 du Chapitre 4 une deuxiéme fois. Donc les coefficients

de u'(t) sont donnés par (in)(in)c,(u) = —n?c,(u), c’est-a-dire:

" 1 2 int
u’(t) = Nors Z —n“cp(u)e (0.17)

nez
(encore une fois, cette égalité est vraie pour tout t € R si u est de classe C2). Si on

replace (|0.16[) et (0.17)) en (0.15) on obtient:

> (‘"2 + Zﬁj) cn(u) \e/; =0. (0.18)

neZ
On sait que la famille {e""//2m,n € Z} est une base (orthonormée) de I'espace de
Hilbert L?([0,27]). Donc (0.18) implique que

L2
(—n2 + ;l\2> en(u)=0 VnezZ. (0.19)
T

Par hypothése, on a A > 0 et L > 0. On a deux cas & considérer séparément:

(A) il existe a ng € N tel que

VAL

(B) il n’y aucun ny € N tel que ((0.20) est satisfaite.

(A): on suppose qu’il y a nyp € N tel que (0.20]) est satisfaite. Dans ce cas, néces-
sairement ng est le seul nombre avec cette propriété; en plus, ng # 0 parce que
A>0et L >0. Donc:



16 MATTEO TOMMASINI

,  AL?
—n®+ T A0 ¥n € L {—no,no}

donc en utilisant (0.19) on a

en(u) =0 VYneZ~ {—no,no}

En plus, ¢, (u) et ¢_p, (u) peuvent avoir deux valeurs en C quelconques. Donc on
a:

1 ; Cong(u) _; Cng(U)
w(t) = e (u eznt — 1o e zn0t+ 10 eznot.
®) \/27Tn§€:Z n(t) ous ous
Vu que ¢y, (u) et c_p,(u) peuvent avoir une valeur en C quelconque, alors aussi
Cong (W) /V2T €t cpy(u)/v/ 21 peuvent avoir deux valeurs en C quelconques. Donc

une fonction u : R — C de classe C? et 27-périodique est une solution de (0.15) si
et seulement si

u(t) = ae” "0t 4 ge™ot Va3 eC.
Autrement dit, ’espace E des fonctions u : R — C de classe C2, 2r-périodiques et

qui sont solution de (0.15]) est isomorphe a l'espace C? (parce que chaque fonction
u dépend de deux paramétres complexes), donc E a dimension réelle 4.

Si on replace en (0.14), on obtient que une fonction y : R — C? de classe C? et
L-périodique est une solution de (0.12)) si et seulement si

y(t) _ aefiQnoﬂ't/L + 66i2n07rt/L VO&,IB cC.

En utilisant (0.20)), une fonction y : R — C? de classe C? et L-périodique est une
solution de ([0.12)) si et seulement si

y(t) = ae~ VM 4 ﬁeiﬁt Va,B€C
pour tout t € R.

(B): on suppose qu’il n’y aucun ng € N tel que (0.20) est satisfaite. Alors on a

AL?
—n?4+ 40 VYnelZ.
472

Donc ¢, (u) = 0 pour chaque n € Z. Donc

1 int
u(t) = N 3 en(u)e™ =0,

Autrement dit, dans le cas (B) seulement la seule fonction 27-périodique et telle
que ([0.15]) est satisfaite est la fonction nulle. Donc la seule fonction L-périodique
et telle que est satisfaite est la fonction nulle (en particulier, I’espace des
fonctions y qu’on cherchait a dimension égale a zéro).

Exercice 7.13(1) Ecrire la décomposition en série de Fourier compleze de la fonc-
tion de R x R dans R:

1 sizel0,n]etyel0,n]
flz,y):=¢ 0 sizelm2n[ouy €|r, 2n]
f 2w x 2m-periodique.
Par définition, pour tout k,l € Z on a:
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L ika il L™ 7 ke i
= - - yd d — —ikx —Zlyd d )
cr(f) 277/0 ; flz,y)e” e xdy 27T/0 /0 e e xdy
Donc on a:
1 T T 1
= — d d = — 2:
co,0(f) 27T/O /0 xdy = o7

Sik=0etl#0,0na
co(f / dx/ —ilydy =

1 e~y ) !
- — .. :7_7:7_ 1 —-1).
or " [—zlh 2 —il 5 (D=1

Dans la méme maniére si k # 0 et [ =0, on a:

oS

cro(f) = 57 ((F1)F = 1).
Sik #0 et aussil#0,on a:

cr., l / / —ikx —7.ly dx dy _
T on

e e

Donc ¢, = 0 si k est pair ou si [ est pair.

Exercice 7.13(2) Ecrire la décomposition en série de Fourier complexe de la fonc-
tion de R x R dans R

x4y si(zy) €]0,2n[x]0,2n]
g(z,y) == { g 2w x 2w-periodique.
Pour tout k,1 € Z on a:

2m 27
cr,1(9) = o / / x4 y)e”Frem M dx dy =

1 27 27 .
= . (/ ze T dx . / e iy dy+/ —ika dx~/ ye W dy> . (0.21)
2 0 0 0 0

Maintenant on va calculer séparément toutes les intégrales. Si k # 0, en intégrant
2w

par partie on a:
27 ) l.efik:z 27 7’Lk}$
e T dx = - - =
0 _Zk 0 0 _'Lk

N —ikx 2m ) — )
N _2m _1-1_ 2mi (0.22)
—ik [ (~ik)(—ik) koo-k ok
Si k # 0 on a aussi:

2m —ikz 2™
, 1-1
/ ek dx = [e,k ] - — =0 (0.23)
0 1 0 (2
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De la méme fagon, si I # 0 on a:

2m . 27
/ ye W dy = —7;2 et / e”Wdy = 0.
0 0

Si on replace en (0.21)), pour tout (k,[) tels que k # 0 et [ # 0 on a

1 2mi, 271

Donc il faut seulement calculer les coefficients c; avec k=0 oul=0. On a:

1 2 21 21 2m
co,o(g):%-(/o chx-/0 dy—|—/0 dx-/O ydy)z
2727 972m
:i r S 27 + 27 - L = 472,

2w 2 1, 2 |,

Sik#0et!l=0,o0na:

: 1 2 ) 27 27 ) 2w : :
cko(9) - . (/ ze kT dx'/ der/ etk dx~/ ydy> O 23)
0 0 0 0

2T
1 (2w 217"\ 2mi
=— | or40- | L ="
2ﬁ<k Tt [2}()) i

De la méme fagon, si k =0et [ # 0 on a:

Donc on a:

47 sik=1=0
2rifk sik#0etl=0
ck(9) = omifl sik=0etl#0
0 sik#0etl#D0.

Exercice 7.14 On considére deux fonctions f,g : [0,27] — C continues et C*
par morceauz, et on note f & g la fonction de [0,27] X [0,27] dans C définie par
f®g:(z,y)— f(x)g(y). Exprimer les coefficients de Fourier de f ® g en fonction
de ceux de f et de g.

Pour tout k,l € Z on a:

27 27
i @0 =5 [ ([ r@eme e ay) ax

- \/% . ( 02# (z)e~ ke dX) \/% : (/:r g(y)e dy) = cx(f) - alg)-
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